
Analiza funkcjonalna
Lista 4

Zad 1. Pokaza¢, »e operator X → Y jest ograniczonym operatorem liniowym i obliczy¢

jego norm¦.

N X Y A

1. l3 L1[0, 1] (Ax)(t) =
∑∞

k=1
x(k)tk

2k

2. L2[−1, 1] l1 Ax =
(

1
3

∫ 1

−1
tx(t)dt, ..., 1

3k

∫ 1

−1
tkx(t)dt, ...

)
3. C[−1, 1] l1 Ax =

(
1
3

∫ 1

−1
tx(t)dt, ..., 1

3k

∫ 1

−1
tkx(t)dt, ...

)
4. C(1)[0, 2] C(1)[0, 1] (Ax)(t) = tx(t2 + 1)

5. C[−17, 13] L 5
2
[0, 1] (Ax)(t) =

∫ 1

0
(t + s)x(

√
s) ds + 3x(0)

6. l2 c (Ax)(t) =
(

x(1)
1

, x(2)
2

, x(3)
3

, ...
)

Zad 2. Wykaza¢, o±rodkowo±¢ przestrzeni c0, c, lp, gdzie 1 ≤ p < ∞. Pokaza¢, »e

przestrze« l∞ o±rodkow¡ nie jest.

Zad 3. Wykaza¢, izometryczny izomor�zm podanych przestrzeni: c∗0
∼= l1, c

∗ ∼= l1, l
∗
1
∼= l∞

oraz lp ∼= lq, gdzie 1 ≤ p <∞ i 1
p

+ 1
q

= 1. Czy przestrzenie c0, c s¡ re�eksywne ?

Zad 4. Obliczy¢ norm¦ funkjonaªu f : X → C danego wzorem

f(x) =
∞∑

k=1

1

2k
x(k), x = (x(1), x(2), ...) ∈ X,

gdzie X = c0, c, lp dla 1 ≤ p ≤ ∞.

Zad 5. Niech K : C[0, 1] → C[0, 1]. Wykaza¢, »e operator K jest ci¡gªy i odwracalny.

Znale¹¢ K−1 oraz obliczy¢ promie« spektralny r(I −K), gdy

a) (Kx)(t) = x(t) + 1
5

∫ 1

0
et+sx(s)ds

b) (Kx)(t) = x(t)−
∫ 1

0
s2(t + 1)x(s)ds

Zad 6. Rozwa»my w przestrzeni C[0, 1] równanie postaci

(A− λ1)x = y, x, y ∈ C[0, 1].

Wyznaczy¢ wszystkie parametry λ takie, »e powy»sze równanie posiada dla ka»dego y
dokªadnie jedno rozwi¡zanie x, je±li

a) (Ax)(t) =
∫ 1

0
et+sx(s)ds

b) (Ax)(t) =
∫ 1

0
(s2t + 1)x(s)ds

c) (Ax)(t) =
∫ 1

0
(s2t + t2s)x(s)ds

d) (Ax)(t) =
∫ 1

0
(st− et)x(s)ds

Obliczy¢ widmo σ(A) oraz promie« spektralny r(A) operatora A.


